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+	  Obie'vi	  

•  Introduzione	  elementare	  al	  metodo	  degli	  
elemen4	  fini4	  
– Analisi	  Termica	  
– Analisi	  Stru:urale	  
– Analisi	  Fluidodinamica	  

•  U4lizzo	  del	  so=ware	  COMSOL	  3.5	  	  



+	  Un	  po’	  di	  “filosofia”	  

	  Come	  avviene	  anche	  in	  altri	  se:ori	  di	  ricerca,	  la	  
modellis4ca	  di	  per	  sé	  non	  è	  un'aKvità	  esclusivamente	  
scien4fica,	  anche	  se,	  naturalmente	  vi	  sono	  conceK	  
universali	  che	  essa	  deve	  riprodurre,	  quali	  ad	  esempio	  
la	  conservazione	  di	  massa	  e	  energia	  di	  un	  fluido,	  del	  
momento	  d'inerzia	  di	  una	  stru:ura,	  [...],	  	  

	  vi	  è	  in	  effeK	  anche	  una	  componente	  ar#s#ca	  dietro	  
una	  simulazione	  di	  successo,	  che	  deriva	  dal	  sapere	  
quali	  domande	  ha	  senso	  porre,	  quale	  livello	  di	  
de)aglio	  ha	  senso	  me:ere	  nelle	  diverse	  componen4	  
del	  modello,	  quali	  semplificazioni	  apportare	  in	  modo	  
da	  favorire	  una	  sua	  integrazione	  con	  modelli	  diversi.	  	  

Alfio	  Quarteroni	  



+	   Analisi	  agli	  elemen<	  fini<	  

•  Metodo	  per	  la	  risoluzione	  numerica	  di	  una	  
equazione	  differenziale,	  sia	  essa	  alle	  
derivate	  totali	  o	  parziali	  

•  Più	  precisamente	  si	  tra:a	  di	  un	  metodo	  per	  
approssimare	  una	  equazione	  differenziale	  
con	  un	  sistema	  di	  equazioni	  algebriche	  



+	   Terminologia	  

•  Campo	  fisico	  (termico,	  elas4co,	  
fluidodinamico)	  
– Stazionario	  
– Sta4co	  
– Variabile	  
– Leggi	  (equazioni	  differenziali)	  

•  Sorgen4	  
–  Interne	  
– Esterne	  (condizioni	  al	  contorno)	  

	  



+	   Terminologia	  

Campo	   Sorgente	   Potenziale	  
Termico	   Fon4	  di	  Calore	   Temperatura	  (scalare)	  
Ele:rosta4co	   Cariche	  ele:riche	   Potenziale	  Ele:rico	  (scalare)	  
Magnetosta4co	   Corren4	  Ele:riche	   Potenziale	  Ve:ore	  (ve:oriale)	  
Elas4co	   Forze	   Spostamento	  (ve:oriale)	  
Fluidodinamico	   Forze	   Velocità	  (ve:oriale);	  Pressione	  

(scalare)	  
Ele:romagne4co	   Carche	  e	  corren4	  

ele:riche	  
Potenziale	  Ele:rico	  (scalare),	  
Potenziale	  Ve:ore	  (ve:oriale)	  

Lo	  studio	  di	  un	  campo	  ha	  come	  fine	  la	  determinazione	  di	  una	  	  
o	  più	  grandezze	  scalari	  o	  ve:oriali	  (problema	  fondamentale)	  
che	  dipendono	  dalla	  posizione	  e	  dal	  tempo	  e	  che	  prendono	  i	  
nomi	  di	  potenziali	  del	  campo	  



+	   Problema	  fondamentale	  

•  Assegnata	  la	  regione	  entro	  la	  quale	  si	  vuole	  
considerare	  il	  campo	  

•  Assegnato	  l’intervallo	  di	  tempo	  entro	  il	  quale	  si	  
vuole	  considerare	  il	  campo	  

•  Precisata	  la	  natura	  dei	  materiali	  contenu4	  entro	  la	  
regione	  

•  Assegnate	  la	  posizione	  e	  l’intensità	  delle	  sorgen4	  
•  Precisate	  le	  condizioni	  al	  contorno	  della	  regione	  
•  Determinare	  in	  ogni	  punto	  ed	  in	  ogni	  istante	  i	  
potenziali	  del	  campo	  



+	  Nozioni	  preliminari	  (1/4)	  

•  Gradiente	  di	  uno	  scalare	  
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10 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

un piano basta valutare l’angolo � che il piano forma con quello oriz-
zontale. La pendenza può essere espressa dando la tangente dell’an-
golo che il piano inclinato forma con il piano orizzontale: scriveremo
g = tan(�). Tale tangente è anche uguale all’incremento di quota per
unità di percorso nel piano orizzontale.

a) b) c) d)
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Figura 1.1. La discesa dell’acqua su un piano inclinato è tanto più
rapida quanto più il piano è inclinato. Se non vi fossero l’adesione e
le asperità del piano l’acqua scenderebbe lungo le linee di pendio del
piano. {scivola}

Dal momento che un piano in coordinate cartesiane si descrive me-
diante una equazione del tipo

z(x, y) = a + b x + c y (1.1){EF12}

si vede che la tangente dell’angolo � è data dall’incremento della fun-
zione z per unità di lunghezza misurata sul piano orizzontale e nella
direzione ortogonale alle linee di livello.

Questa pendenza si visualizza sul piano orizzontale dal fatto che
le linee di livello corrispondenti a quote che di�eriscono di una unità,
ad esempio di un metro, sono più vicine (pendenza maggiore) o più
lontane (pendenza minore). Rimane però da indicare anche la direzione
delle linee di livello o, che è più comodo, la direzione della normale
alle linee di livello. Infatti le linee del piano inclinato che hanno la
massima pendenza, dette linee di pendio, sono ortogonali alle linee di
livello. Queste due informazioni, entità della pendenza e direzione delle
linee di pendio si possono riunire in un vettore che abbia la direzione
delle linee di pendio ed il cui modulo sia uguale all’incremento per
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+	  Nozioni	  preliminari	  (2/4)	  

•  Densità	  di	  flusso	  
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1.3. FLUSSO DI CALORE 13

. Dal momento che il prodotto scalare di due vettori è uguale al prodotto
dei loro moduli per il coseno dell’angolo tra essi formato, il massimo
incremento di z si realizza quando d⌅r ha la stessa direzione di ⌅g. Ne
viene che il vettore

⌅g(⌅r) =
⇤T
⇤x
⌅i +
⇤T
⇤x
⌅j +
⇤T
⇤z
⌅k (1.7) {EF45}

è il vettore gradiente. Come riprova si osservi che se d⌅r giace nella
superficie ortogonale passante per il punto P si ha ⌅g · d⌅r = 0 e quindi
dz = 0 come deve essere.

1.3 Flusso di calore
La quantità di calore Q che nell’unità di tempo attraversa un elemento
di superficie piana A con baricentro in un punto ⌅r dipenderà sia dal
punto che dalla giacitura che dall’estensione dell’elemento di superfice:
scriveremo allora Q(⌅r,⌅n, A).

n
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Q
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g i ac i t ur a di  mass i mo f l us so

n

q

max

maxA

r maxQ

z

x y

Figura 1.3. Il vettore densità di flusso di calore ha la direzione del
massimo flusso. {giacitura}

Considerando diverse giaciture si elementi piani passanti per il pun-
to⌅r, il flusso per unità di area Q/A varierà. È intuitivo che esista una gia-
citura per la quale tale rapporto risulterà massimo: indichiamo con ⌅nmax

il versore di tale direzione orientata e con (Q/A)max il valore massimo
del rapporto.
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14 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

Si può istituire un vettore che ha la direzione del vettore ⇥nmax. Per
ottenere una grandezza che dipenda solo dal punto dovremo considerare
il limite di tale rapporto: scriveremo dunque

⇥q(⇥r) = lim
A�⇤0

�Q
A

⇥

max
⇥nmax. (1.8){EF19}

Il vettore ⇥q(⇥r) cosı̀ definito prende il nome di vettore densità di flusso
di calore. Ne viene che il flusso attraverso una superficie S sarà la
somma dei flussi passanti attraverso gli elementi dS che compongono
la superficie, ovvero

Q[S ] =
⇤

S
⇥q(⇥r) · ⇥ndS (1.9){EF20}

1.4 Prima equazione costitutiva
Dal momento che il calore va dalle regioni a temperatura maggiore ver-
so quelle di temperatura minore ci possiamo attendere che tanto mag-
giore è il gradiente di temperatura, tanto maggiore sarà la quantità di
calore che fluisce per unità di area. Si sperimenta la seguente legge co-
stitutiva che lega il vettore densità di flusso di calore con il gradiente di
temperatura:

⇥q = �k ⇥g. (1.10){EF46}
La costante k si chiama conducibilità termica. Il segno meno è richie-
sto dal fatto che il calore fluisce nel senso delle temperature decrescenti
mentre il gradiente va nel verso delle temperature crescenti. Enunciata
a parole questa legge dice che la quantità di calore che transita attra-
verso un elemento di superficie piana tangente ad una superficie isoter-
ma per unità di area e per unità di tempo è proporzionale al salto di
temperatura per unità di lunghezza misurato perpendicolarmente alla
superficie.1

1 Questa è la legge elementare della conduzione termica introdotta dal fisico fran-
cese Biot nel 1804 ed usata estensivamente da Jean Baptiste Joseph Fourier, fisico-
matematico francese che la usò nel suo celebre libro Théorie analytique de la chaleur.
pubblicato nel 1822. È nota come legge elementare di Fourier.



+	  Nozioni	  preliminari	  (3/4)	  

•  Divergenza	  di	  un	  ve:ore	  
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l’esterno del volume. Quando le operazioni indicate da questi due in-
tegrali vengono eseguite su un parallelepippedo con gli spigoli paralleli
ad un sistema di assi cartesiani ortogonali, come indicato in figura (1.4),
si perviene alle espressioni cartesiane del gradiente e della divergenza.
Infatti
⇤⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⇧
⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌅

grad u =
1
�3

6⌥

k=1

u(Pk) ⇧nk �
2 =

1
�

�
u(x +

1
2
�, y, z) � u(x � 1

2
�, y, z)

⇥
⇧i + ... + ...

div ⇧q =
1
�3

6⌥

k=1

⇧q(Pk) · ⇧nk �
2 =

1
�

�
qx(x +

1
2
�, y, z) � qx(x � 1

2
�, y, z)

⇥
+ ... + ...

(1.29){F20}
da cui 6

grad u =⇧i
⌅ u
⌅x
+ ⇧j
⌅ u
⌅y
+ ⇧k
⌅ u
⌅z

div ⇧q =
⌅qx

⌅x
+
⌅qy

⌅y
+
⌅qz

⌅z
(1.30){F21}

La scrittura in coordinate cartesiane suggerisce l’introduzione di un
operatore vettoriale

⇧ = +⇧i ⌅
⌅x
+ ⇧j
⌅

⌅y
+ ⇧k
⌅

⌅z
(1.31){F22}

cui si è stato dato il nome nabla. Questo operatore consente di scrivere
il gradiente nella forma

grad u =
�
⇧i
⌅

⌅x
+ ⇧j
⌅

⌅y
+ ⇧k
⌅

⌅z

⇥
u = ⇧ u (1.32){F23}

e la divergenza della forma

div ⇧q =
�
+⇧i
⌅

⌅x
+ ⇧j
⌅

⌅y
+ ⇧k
⌅

⌅z

⇥
· [qx⇧i + qy ⇧j + qz⇧k] =

⌅qx

⌅x
+
⌅qy

⌅y
+
⌅qz

⌅z
= ⇧ · ⇧q

(1.33){F24}
avendo applicato formalmente la regola del prodotto scalare tra un ope-
ratore vettoriale ed un vettore. Si ottiene in tal modo una notazione

6 I simboli grad e div costituiscono la notazione figurata del vettore gradiente e
dello scalare divergenza.
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Figura 1.4. Il parallelepipedo infinitesimo utilizzato per scrivere
l’equazione di bilancio in coordinate cartesiane. {grad-div}

Calore generato. Se la generazione di calore è distribuita con una
densità � la quantità di calore generato entro un cubetto infinitesimo di
lati dx, dy, dz in un intervallo infinitesimo di tempo dt è data da:

Qgen = �dxdydzdt (1.13){EF31}

Calore accumulato. Il calore accumulato produce un aumento dell’e-
nergia termica U entro il volume:

Qacc = dtU = dt
�
u(x, y, z, t)dxdydz

⇥
=
⇤u
⇤t

dtdxdydz (1.14){EF32}

avendo indicato con dtU la variazione nel tempo dell’energia inter-
na. Si noti che un di�erenziale totale si può scrivere come somma dei
di�erenziali parziali nella forma

du(x, y) = dxu(x, y) + dyu(x, y) =
⇤u
⇤x

dx +
⇤u
⇤y

dy (1.15){EF36}

in cui abbiamo fatto uso della notazione dxu, dyu per i di�erenziali par-
ziali che era in uso nella matematica del secolo XIX.



+	  Nozioni	  preliminari	  (4/4)	  

•  Operatore	  ve:oriale	  nabla	  

•  Quindi	  il	  gradiente	  diventa	  

•  E	  la	  divergenza	  diventa	  	  
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div ⇧q =
�
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⌅
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⇥
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⌅qx

⌅x
+
⌅qy

⌅y
+
⌅qz

⌅z
= ⇧ · ⇧q

(1.33){F24}
avendo applicato formalmente la regola del prodotto scalare tra un ope-
ratore vettoriale ed un vettore. Si ottiene in tal modo una notazione

6 I simboli grad e div costituiscono la notazione figurata del vettore gradiente e
dello scalare divergenza.
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div ⇧q =
1
�3

6⌥

k=1

⇧q(Pk) · ⇧nk �
2 =

1
�

�
qx(x +

1
2
�, y, z) � qx(x � 1

2
�, y, z)

⇥
+ ... + ...

(1.29){F20}
da cui 6

grad u =⇧i
⌅ u
⌅x
+ ⇧j
⌅ u
⌅y
+ ⇧k
⌅ u
⌅z

div ⇧q =
⌅qx

⌅x
+
⌅qy

⌅y
+
⌅qz

⌅z
(1.30){F21}

La scrittura in coordinate cartesiane suggerisce l’introduzione di un
operatore vettoriale

⇧ = +⇧i ⌅
⌅x
+ ⇧j
⌅

⌅y
+ ⇧k
⌅

⌅z
(1.31){F22}

cui si è stato dato il nome nabla. Questo operatore consente di scrivere
il gradiente nella forma

grad u =
�
⇧i
⌅

⌅x
+ ⇧j
⌅

⌅y
+ ⇧k
⌅

⌅z

⇥
u = ⇧ u (1.32){F23}

e la divergenza della forma

div ⇧q =
�
+⇧i
⌅

⌅x
+ ⇧j
⌅

⌅y
+ ⇧k
⌅

⌅z

⇥
· [qx⇧i + qy ⇧j + qz⇧k] =

⌅qx

⌅x
+
⌅qy

⌅y
+
⌅qz

⌅z
= ⇧ · ⇧q

(1.33){F24}
avendo applicato formalmente la regola del prodotto scalare tra un ope-
ratore vettoriale ed un vettore. Si ottiene in tal modo una notazione

6 I simboli grad e div costituiscono la notazione figurata del vettore gradiente e
dello scalare divergenza.
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+	   Prima	  equazione	  cos<tu<va	  

•  la	  quan4tà	  di	  calore	  che	  transita	  a:raverso	  
un	  elemento	  di	  superficie	  piana	  tangente	  ad	  
una	  superficie	  isoterma	  per	  unità	  di	  area	  e	  
per	  unità	  di	  tempo	  è	  proporzionale	  al	  salto	  
di	  temperatura	  per	  unità	  di	  lunghezza	  
misurato	  perpendicolarmente	  alla	  superficie	  
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Si può istituire un vettore che ha la direzione del vettore ⇥nmax. Per
ottenere una grandezza che dipenda solo dal punto dovremo considerare
il limite di tale rapporto: scriveremo dunque

⇥q(⇥r) = lim
A�⇤0

�Q
A

⇥

max
⇥nmax. (1.8){EF19}

Il vettore ⇥q(⇥r) cosı̀ definito prende il nome di vettore densità di flusso
di calore. Ne viene che il flusso attraverso una superficie S sarà la
somma dei flussi passanti attraverso gli elementi dS che compongono
la superficie, ovvero

Q[S ] =
⇤

S
⇥q(⇥r) · ⇥ndS (1.9){EF20}

1.4 Prima equazione costitutiva
Dal momento che il calore va dalle regioni a temperatura maggiore ver-
so quelle di temperatura minore ci possiamo attendere che tanto mag-
giore è il gradiente di temperatura, tanto maggiore sarà la quantità di
calore che fluisce per unità di area. Si sperimenta la seguente legge co-
stitutiva che lega il vettore densità di flusso di calore con il gradiente di
temperatura:

⇥q = �k ⇥g. (1.10){EF46}
La costante k si chiama conducibilità termica. Il segno meno è richie-
sto dal fatto che il calore fluisce nel senso delle temperature decrescenti
mentre il gradiente va nel verso delle temperature crescenti. Enunciata
a parole questa legge dice che la quantità di calore che transita attra-
verso un elemento di superficie piana tangente ad una superficie isoter-
ma per unità di area e per unità di tempo è proporzionale al salto di
temperatura per unità di lunghezza misurato perpendicolarmente alla
superficie.1

1 Questa è la legge elementare della conduzione termica introdotta dal fisico fran-
cese Biot nel 1804 ed usata estensivamente da Jean Baptiste Joseph Fourier, fisico-
matematico francese che la usò nel suo celebre libro Théorie analytique de la chaleur.
pubblicato nel 1822. È nota come legge elementare di Fourier.



+	   Seconda	  equazione	  cos<tu<va	  

•  Incremento	  dell’energia	  interna	  legato	  
all’aumento	  della	  temperatura.	  
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mento della temperatura dalla relazione

�U = C�T (1.20) {EF67}

in cui U è l’energia interna, T la temperatura e C la capacità termica.
Dividenso ambo i membri per il volume, ed indicando con u la densità
di energia interna, si ottiene la relazione

�u =
C
V
�T (1.21){EF68}

avendo indicato con C/V la capacità termica per unità di volume. È
però più usata al capacità termica per unità di massa che prende il nome
di calore specifico. Questo porta a scrivere C/V = (C/M)(M/V) = c �.
Ne viene che l’equazione costitutiva (1.21) si scrive

�u = � c�T (1.22){EF69}

Se il volume è infinitesimo, ricordando l’equazione (1.14) scriveremo

dtu = �cdtT = �c
⇧u
⇧t

dt (1.23){EF39}

in cui c è il calore specifico (= capacità termica per unità di massa) del
materiale contenuto entro il volume dV e � è la densità del materiale. Si
osservi che il prodotto �c dà il calore per unità di volume e per grado
centigrado.

1.7 Equazione fondamentale
Combinando le due equazioni costitutive (1.10) ed (1.23) e l’equazione
(1.4) con l’equazione di bilancio si ottiene

� c
⇧T
⇧t
� k
�
⇧2T
⇧x2 +

⇧2T
⇧y2 +

⇧2T
⇧z2

⇥
= ⇥. (1.24){EF50}

che è l’equazione fondamentale della conduzione termica.
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•  calore	  generato	  =	  	  
calore	  accumulato	  +	  calore	  uscente	  
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1.5 Equazione di bilancio
Abbiamo introdotto il vettore gradiente ⇥g della temperatura come vet-
tore che indica in ogni punto la direzione perpendicolare alla superficie
isoterma passante per il punto e che ha come modulo l’incremento di
temperatura per unità di percorso in direzione perpendicolare all’isoter-
ma.

Abbiamo quindi introdotto il vettore densità di flusso di calore ⇥q che
indica in ogni punto la direzione di massima quantità di calore per unità
di area e che ha come modulo il calore per unità di area (dopo aver fatto
il limite per l’area che tende a zero).

Abbiamo quindi scritto la relazione sperimentale (ed intuitiva) che
lega i due vettori nel caso che il materiale sia isotropo2.

Ora, per completare la trattazione della conduzione termica, dobbia-
mo esprimere il bilancio termico. Vediamo di che si tratta. Consideria-
mo un volume interno alla regione e supponiamo che in essa si generi
del calore: questo in parte fluirà verso l’esterno ed in parte rimarrà nel
volume aumentandone la temperatura. Si pensi ad una stanza (il volu-
me), ad un calorifero (la sorgente termica). Se le finestre sono chiuse
la quantità di calore che esce è trascurabile rispetto a quella che rimane
nella stanza e quindi la temperatura della stanza cresce. Se invece le
finestre sono aperte il calore generato esce dalla stanza e la temperatura
della stanza rimane pressoché costante.

Il bilancio termico si esprime nella relazione

calore generato = calore accumulato + calore uscente. (1.11) {EF48}

ovvero
Qgen = Qacc + Qusc (1.12) {EF30}

Esaminiamo i tre tipi di calore.

2 Un materiale si dice isotropo quando le proprietà fisiche non dipendono dalla
direzione mentre si dice omogeneo quando le sue proprietà fisiche non dipendono dal
posto. Tipicamente il legno, dotato di fibre, non è né omogeneo né isotropo. Tra i
legni ve ne sono alcuni, come il faggio e l’ontano che sono abbastanza omogenei ed
isotropi e perciò adatti alla tornitura.
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Calore uscito. Il calore uscito dal contorno del volume considerato si
può esprimere come somma dei calori uscenti dalle diverse facce che
compongono il contorno del volume. Dal momento che il volume con-
siderato è infinitesimo, ciascuna di queste facce ha area infinitesima ed
il calore che esce è dato da
⇤⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⇧
⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌅

Qusc = +⌃q(x + dx, y, z, t) ·⌃i(dydz)dt � ⌃q(x, y, z, t) ·⌃i(dydz)dt

= +⌃q(x, y + dy, z, t) · ⌃j(dxdz)dt � ⌃q(x, y, z, t) · ⌃j(dxdz)dt

= +⌃q(x, y, z + dz, t) · ⌃k(dxdy)dt � ⌃q(x, y, z, t) · ⌃k(dxdy)dt

=

�
⇧⌃q
⇧x
·⌃i + ⇧⌃q
⇧y
· ⌃j + ⇧⌃q

⇧z
· ⌃k
⇥

dxdydzdt

=

�
⇧qx

⇧x
+
⇧qy

⇧y
+
⇧qz

⇧z

⇥
dxdydzdt

(1.16) {EF33}
Fatte queste premesse l’equazione di bilancio (1.12) si può scrivere

�dxdydzdt =
⇧u
⇧t

dxdydzdt +
�
⇧qx

⇧x
+
⇧qy

⇧y
+
⇧qz

⇧z

⇥
dxdydzdt (1.17) {EF34}

donde, eliminando i di�erenziali si ottiene

� =
⇧u
⇧t
+
⇧qx

⇧x
+
⇧qy

⇧y
+
⇧qz

⇧z
. (1.18) {EF35}

Questa è l’equazione di bilancio scritta in forma di�erenziale, ovvero
valida per un parallelepipedo infinitesimo.

La funzione

⇥(x, y, z) ⇤=
⇧qx(x, y, z)
⇧x

+
⇧qy(x, y, z)
⇧y

+
⇧qz(x, y, z)
⇧z

(1.19) {EF44}

prende il nome di divergenza del vettore ⌃q(x, y, z) e viene indicata con il
simbolo ⌃·⌃q.

1.6 Seconda equazione costitutiva
Quando un corpo si riscalda aumenta la sua energia interna e quindi
aumenta la sua temperatura. L’incremento di energia è legato all’incre-
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mento della temperatura dalla relazione
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di energia interna, si ottiene la relazione
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C
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�T (1.21){EF68}

avendo indicato con C/V la capacità termica per unità di volume. È
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di calore specifico. Questo porta a scrivere C/V = (C/M)(M/V) = c �.
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�u = � c�T (1.22){EF69}

Se il volume è infinitesimo, ricordando l’equazione (1.14) scriveremo

dtu = �cdtT = �c
⇧u
⇧t

dt (1.23){EF39}

in cui c è il calore specifico (= capacità termica per unità di massa) del
materiale contenuto entro il volume dV e � è la densità del materiale. Si
osservi che il prodotto �c dà il calore per unità di volume e per grado
centigrado.

1.7 Equazione fondamentale
Combinando le due equazioni costitutive (1.10) ed (1.23) e l’equazione
(1.4) con l’equazione di bilancio si ottiene

� c
⇧T
⇧t
� k
�
⇧2T
⇧x2 +

⇧2T
⇧y2 +

⇧2T
⇧z2

⇥
= ⇥. (1.24){EF50}

che è l’equazione fondamentale della conduzione termica.
ρc ∂T

∂t
−∇⋅ k∇T =σ

ρc ∂T
∂t

− k∇2T =σ

ρc ∂T
∂t

− kΔT =σ
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Nel caso particolare in cui non vi sia generazione distribuita di ca-
lore l’equazione si riduce a

� c
⇤T
⇤t
� k
�
⇤2T
⇤x2 +

⇤2T
⇤y2 +

⇤2T
⇤z2

⇥
= 0 Fourier (1.25){EF49}

nota come equazione di Fourier. Se la conduzione termica è a regime,
ovvero se la temperatura non varia col tempo la (1.24) si riduce a

�k
�
⇤2T
⇤x2 +

⇤2T
⇤y2 +

⇤2T
⇤z2

⇥
= ⇥ Poisson (1.26) {EF42}

nota come equazione di Poisson3 Nel caso in cui anche la sorgente
manchi4, l’equazione si riduce a

⇤2T
⇤x2 +

⇤2T
⇤y2 +

⇤2T
⇤z2 = 0 Laplace (1.27) {EF43}

che prende il nome di equazione di Laplace 5.

1.8 Divergenza di un vettore
Facendo riferimento alla figura (1.4) possiamo dare una definizione in-
trinseca, cioè indipendente dal sistema di coordinate, del gradiente di
uno scalare e della divergenza di un vettore è espressa dalle formule
seguenti:

grad u ⌅= lim
V�⇤0

⇤

⇤V
u(P) d⌅S

V
div ⌅q ⌅= lim

V�⇤0

⇤

⇤V
⌅q(P) · d⌅S

V
(1.28) {F19}

essendo P un punto della superficie S ; V un volume generico; ⇤V la
superficie che forma il contorno del volume V e infine d ⌅S il vettore in-
finitesimo normale all’elemento di superficie piana dS e diretto verso

3 Dal nome del fisico-matematico francese Siméon Denis Poisson (1781-1840).
4 Ciò vuol solo dire che le sorgenti di calore sono esterne alla regione entro la quale

si considera la conduzione termica.
5 Dal nome del fisico-matematico francese Pierre Simon de Laplace (1749-1827).
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la legge che la superficie di un conduttore sia equipotenziale. Nel ca-
so particolare che la superficie metallica sia sferica e in assenza di altri
corpi conduttori, per ragioni di simmetria, la densità di carica si distri-
buisce uniformemente sulla superficie. Se però la superficie chiusa ha
forma generica o se vi sono altri conduttori nelle vicinanze la densità
di carica è, a priori, sconosciuta. In questo caso conviene comportarsi
come descritto nel paragrafo precedente considerando la scatola metal-
lica (o le scatole metalliche) come esterne alla regione ⇥ e la densità di
carica, a priori sconosciuta, come distribuita sul contorno della regione
�. Anche in questo caso quindi la sorgente si fa sentire attraverso le
condizioni al contorno.

Quanto al fatto essenziale che la densità di carica sul contorno del-
la regione � non sia conosciuta indica che occorre procedere per tappe
successive. Si può dapprima ipotizzare che su ciascun conduttore la
densità sia uniforme e andare a calcolare il campo risolvendo l’equa-
zione di⇥erenziale di Laplace, come vedremo dopo. Successivamente
dopo aver constatato che il potenziale elettrico non è costante sulla su-
perficie di ciascun conduttore si procede alla assegnazione di una nuova
densità di carica superficiale usando opportuni criterii al fine di avvi-
cinarsi ad una distribuzione di carica che renda la superficie di ogni
conduttore equipotenziale. In questo processo occorre sapere quale è la
carica presente su ogni conduttore.

1.11 Le condizioni al contorno
Consideriamo la conduzione termica stazionaria in un campo piano.
Questa è descritta dall’equazione di Poisson che, in coordinate cartesia-
ne, ha la forma esplicita

�k
�
⇧2u
⇧x2 +

⇧2u
⇧y2

⇥
= �. (1.45){F30}

La regione bidimensionale � che prenderemo in considerazione prende
il nome di dominio del problema. Sia la sorgente �(x, y) che la tempe-
ratura u(x, y) sono definiti entro la regione �. Il contorno della regione
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sarà indicato con ⇤�. Tale contorno si può dividere in due o più par-
ti in ciascuna delle quali o è assegnato il valore della temperatura o è
assegnato il calore entrante.

flusso  
assegnato

potenziale  
assegnato

potenziale  
assegnato potenziale  

assegnato

flusso assegnato

flusso assegnato

k
u

n

k
u

n

k
u

n

u

u

u

k 2u =

Figura 1.6. Il contorno della regione si può dividere in parti: in alcune
parti è assegnato il valore della funzione, nelle rimanenti il valore del
flusso.{contorno}

Il vettore ⌅q permette di calcolare il flusso8 Q attraverso una superfi-
cie piana infinitesima di area A mediante la formula

Q
A
= ⌅q · ⌅n = �k⌅v · ⌅n = �k⇧u · ⌅n = �k

⇤u
⇤n
. (1.46) {F31}

Dal momento che su una parte del contorno si intende assegnato
il flusso entrante, ad esempio nullo se c’è una parete isolante, l’asse-
gnazione della densità di calore entrante Q/A, come conseguenza del-
l’ultima equazione, equivale all’assegnazione della derivata normale
al contorno cioè la derivata della temperatura in direzione normale al
contorno.

Con riferimento alla figura (1.7) ricordiamo che la derivata di una
funzione in una direzione individuata da un versore ⌅t è definita dalla

8 Con l’espressione flusso termico intendiamo il calore che passa per unità di
tempo.

σ 
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espressione

⌅u
⌅t

⇧
= lim

a�⌅0

ū2 � ū1

a
⇤ lim

a�⌅0

ū2 � ū1

b
b
a
⇤ �u cos� ⇤ �u · ⇧t (1.47) {F32}

ovvero: la derivata di una funzione lungo una direzione orientata è
uguale al prodotto scalare del gradiente della funzione per il versore
della direzione.
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isoterme

a

bT1
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Figura 1.7. sinistra) La derivata direzionale; destra) la derivata
normale in un punto del contorno.{derivata-normale}

Consideriamo il problema di determinare la funzione u(x, y) che
soddisfa le seguenti condizioni:
�⌅⌅⌅⌅⌅⌅⌅⌅⌅⇤
⌅⌅⌅⌅⌅⌅⌅⌅⌅⇥

�k�2u(x, y) = ⇥(x, y)

u(x, y) = assegnata su una parte del contorno

�k
⌅u(x, y)
⌅n

= assegnata sulla parte rimanente del contorno

(1.48){F33}
Le due condizioni ausiliarie prendono il nome di condizioni al con-
torno. A causa della presenza di due tipi di condizioni al contorno
, questo problema si dice problema misto. Un problema è costituito
dall’insieme di una equazione e delle condizioni al contorno.

i
i

i
i

i
i

i
i

1.11. LE CONDIZIONI AL CONTORNO 25

sarà indicato con ⇤�. Tale contorno si può dividere in due o più par-
ti in ciascuna delle quali o è assegnato il valore della temperatura o è
assegnato il calore entrante.

flusso  
assegnato

potenziale  
assegnato

potenziale  
assegnato potenziale  

assegnato

flusso assegnato

flusso assegnato

k
u

n

k
u

n

k
u

n

u

u

u

k 2u =

Figura 1.6. Il contorno della regione si può dividere in parti: in alcune
parti è assegnato il valore della funzione, nelle rimanenti il valore del
flusso.{contorno}

Il vettore ⌅q permette di calcolare il flusso8 Q attraverso una superfi-
cie piana infinitesima di area A mediante la formula

Q
A
= ⌅q · ⌅n = �k⌅v · ⌅n = �k⇧u · ⌅n = �k

⇤u
⇤n
. (1.46) {F31}

Dal momento che su una parte del contorno si intende assegnato
il flusso entrante, ad esempio nullo se c’è una parete isolante, l’asse-
gnazione della densità di calore entrante Q/A, come conseguenza del-
l’ultima equazione, equivale all’assegnazione della derivata normale
al contorno cioè la derivata della temperatura in direzione normale al
contorno.

Con riferimento alla figura (1.7) ricordiamo che la derivata di una
funzione in una direzione individuata da un versore ⌅t è definita dalla

8 Con l’espressione flusso termico intendiamo il calore che passa per unità di
tempo.
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alla pompa

Figura 1.9. Un esempio di soluzione del problema di Dirichlet: la
funzione è nulla su tutto il contorno e c’è un carico distribuito unifor-
memente, dovuto ad una depressione. Le linee indicate sono le linee
di livello. {membrana}

Il caso complementare è che sull’intero contorno sia noto il valore
della derivata normale della funzione: si parla allora del problema di
Neumann. La tabella (1.49) riassume la nomenclatura introdotta.

⇥⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⌅
⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇤

problema di Dirichlet

�k� u = �

u|⇤⇥ = assegnato

⇥⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⌅
⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇤

problema di Neumann

�k� u = �

�k
⇤u
⇤n

�����
⇤⇥
= assegnato

⇥⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⌅
⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇤

problema misto

�k� u = �

u|A = assegnato

�k
⇤u
⇤n

�����
B
= assegnato

A ⇥ B = ⇤⇥
(1.49){KE56}

Come capita sempre nella vita, è facile porre un problema... ma il
di⇤cile è il trovare la soluzione! Cosa fare se la regione ha una for-
ma generica, oppure se la funzione �(x, y) non ha una semplice forma
analitica, o addirittura se è assegnata in forma numerica, oppure se le
condizioni al contorno sono complicate? Non rimane altro che rivolger-
ci ad un metodo numerico. Uno di questi metodi numerici, certamente
il metodo più usato, è il metodo degli elementi finiti.

σ σ 
σ 
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l  Elemen4	  
l  Nodi	  
l  Funzioni	  Forma	  
l  Gradi	  di	  libertà	  



+	   Analisi	  agli	  elemen<	  fini<	  

•  Il	  FEM	  è	  un	  metodo	  numerico	  (pertanto	  approssimato)	  che	  
perme:e	  la	  risoluzione	  di	  equazioni	  differenziali	  alle	  derivate	  
parziali.	  	  

•  Il	  metodo	  degli	  elemen4	  fini4	  consiste	  nella	  discre#zzazione	  di	  
un	  assegnato	  dominio	  in	  elemen(	  fra	  loro	  connessi	  in	  un	  
numero	  finito	  di	  pun4	  (nodi),	  ver4ci	  degli	  elemen4,	  in	  
corrispondenza	  dei	  quali	  sono	  valutate	  le	  componen4	  della	  
funzione	  incognita.	  

•  Il	  valore	  della	  funzione	  all'interno	  del	  singolo	  elemento	  è	  
o:enuto	  sulla	  base	  dei	  valori	  dei	  parametri	  nodali	  a:raverso	  
l'uso	  di	  opportune	  funzioni	  di	  forma.	  	  

•  La	  scelta	  di	  tali	  funzioni,	  come	  pure	  del	  4po	  di	  mesh	  con	  cui	  
discre4zzare	  il	  dominio	  è	  di	  importanza	  cruciale	  per	  una	  corre:a	  
convergenza	  della	  soluzione.	  



CASO	  MONODIMENSIONALE	  
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Il problema da risolvere diventa

�k
d2u(x)

dx2 = s(x) u|a = 0 � k
du
dx

�����
b
= 0 (2.10){FR29}

2.1 La divisione in elementi

Per prima cosa dividiamo l’intervallo [a, b] in tanti sottointervalli non
necessariamente di uguale ampiezza, come mostra la figura (2.1). Chia-
meremo tali punti di suddivisione i nodi e i singoli sottointervalli ele-
menti. Se la soluzione (sconosciuta) u(x) è rappresentata da una linea
continua, noi cerchiamo una soluzione approssimata ū(x) descritta da
una poligonale che approssimi la funzione sconosciuta. Per fare que-
sto sarà su�ciente determinare i valori approssimati ūh della funzione
incognita nei nodi in quanto i valori fra i nodi si potranno interpolare
linearmente. In questo modo rinunciamo ad ottenere la soluzione esatta
e ci proponiamo di ottenere un insieme di discreto e finito di valori ūh.
Indicando con n il numero di nodi il numero delle incognite è (n � 1).

Si noti che i valori ūh non sono necessariamente i valori della funzio-
ne esatta in corrispondenza ai nodi: ūh , u(xh), come mostra la figura
(2.1).

u

x

u(x)

a b

p p

u

x
eh ieh i

u(x)

a b

uhuh uiui

soluzione esatta (incognita) soluzione approssimata (incognita)

Figura 2.1. La funzione da determinare e la poligonale che la
approssima. {funz-forma7}
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2.2 Le funzioni di forma degli elementi
Facendo riferimento alla figura (2.2) consideriamo due nodi consecutivi
h, h + 1 ed indichiamo con e l’elemento da essi individuato. Definiamo
in tale elemento due funzioni, tanti sono i nodi dell’elemento, che siano
nulle al di fuori dell’elemento, che abbiano un andamento lineare nel-
l’interno dell’elemento e che valgano uno in un nodo e zero nel nodo
rimanente.

u

x
Neh(x)

Nei(x)

h ie

1

u

x
h ie

1

a) b) h ia b

hue(x) = Neh(x)u + N
e
i(x)ui

1

u

x
e

uh ui

Figura 2.2. a) Le funzioni di forma di un elemento unidimensio-
nale; b) la loro combinazione lineare dà la funzione approssimata
nell’interno dell’elemento. {funz-forma4}

La funzione u(x) può essere approssimata entro l’elemento e da un
segmento di retta come indicato in figura (2.2b).

È facile vedere che due funzioni lineari, riportate in figura (2.2a),
che assumono il valore 1 ad un estremo e zero all’altro estremo sono

Ne
h(x) ⇥=

xh+1 � x
xh+1 � xh

Ne
h+1(x) ⇥=

x � xh

xh+1 � xh
(2.11){G10}

Esse prendono il nome di funzioni di forma dell’elemento. Infatti
�⌅⌅⇤
⌅⌅⇥

Ne
h(xh) = 1 Ne

h(xh+1) = 0

Ne
h+1(xh) = 0 Ne

h+1(xh+1) = 1
(2.12){DZ56}

Si constata che il segmento di retta della figura (2.2b) può scriversi nella
forma sintetica

ūe(x) = Ne
h(x) ūh + Ne

h+1(x) ūh+1 (2.13){G11}
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2.3 Le funzioni di forma nodali

Con riferimento alla figura (2.4a), consideriamo due elementi contigui
e1 ed e2 ed indichiamo con h il nodo comune. Indichiamo con xh la
coordinata del nodo h. Mediante le funzioni di forma dei due elementi
contigui possiamo costruire le funzioni di forma nodali definite dalla
relazione

�⌅⌅⇤
⌅⌅⇥

Nh(x) ⇤
= Ne1

h (x) + Ne2
h (x) per xh�1 ⇥ x ⇥ xh+1

Nh(x) ⇤
= 0 per x ⇥ xh�1 e per xh+1 ⇥ x

(2.14) {G12}
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Figura 2.3. a) funzioni di forma dell’elemento; b) funzioni di forma
nodali. {funz-forma8}

Osservazione. Ricordiamo che una funzione è definita entro un dominio
quando è assegnato il valore della funzione per ogni punto del dominio. Nel
caso particolare, ma oggi frequente, che si consideri una funzione che ha valori
non nulli solo in una parte del dominio tale parte prende il nome di suppor-
to della funzione. Ne viene che la funzione di forma nodale Nh(x) ha come
supporto i due elementi e1 ed e2 adiacenti al nodo h.

A causa della loro forma le funzioni di forma nodali sono chiamate
funzioni a tetto (roof functions). La lettera N è l’iniziale della parole
nodale.
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to della funzione. Ne viene che la funzione di forma nodale Nh(x) ha come
supporto i due elementi e1 ed e2 adiacenti al nodo h.

A causa della loro forma le funzioni di forma nodali sono chiamate
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nodale.
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•  Descrivere	  la	  funzione	  approssimanente	  
come	  una	  combinazione	  delle	  funzioni	  di	  
forma	  nodali:	  
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h h+1

h+1
1

u

x

u(x)

uh u

Figura 2.4. La poligonale che approssima la funzione si può
esprimere come combinazione lineare delle funzioni di forma nodali. {funz-forma6}

Introdotte le funzioni di forma nodali possiamo scrivere la funzio-
ne approssimante come combinazione lineare delle funzioni di forma
nodali ovvero

ū(x) =
n�

h=1

ūh Nh(x) (2.15){B09}

come mostra la figura (2.4b). Il numero n dei valori nodali prende il
nome di numero di gradi di libertà. Questo perché, in analogia alla
meccanica ove le coordinate libere individuano la configurazione del
sistema, le ūh possono essere considerate come delle coordinate libere
che individuano la soluzione approssimata ū(x).

Osservazione.L’analogia tra le ūh e le coordinate libere qh della meccanica
è ancora più forte se osserviamo che nel caso di funzioni dipendenti dal tempo
si potrà scrivere

ū(t, x) =
n�

h=1

ūh(t) Nh(x) (2.16){G14}

ovvero la dipendenza dal tempo viene assorbita nelle funzioni ūh(t) che diven-
tano cosı̀ analoghe alle coordinate libere (o lagrangiane) qh(t) della dinamica.

Osservazione Ricordiamo che una funzione di una o più variabili può es-
sere espressa in modo approssimato come combinazione di lineare di certe
funzioni �k(x) nella forma

u(x) =
n�

k=1

ck �k(x). (2.17){G15}
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ne approssimante come combinazione lineare delle funzioni di forma
nodali ovvero

ū(x) =
n�

h=1

ūh Nh(x) (2.15){B09}

come mostra la figura (2.4b). Il numero n dei valori nodali prende il
nome di numero di gradi di libertà. Questo perché, in analogia alla
meccanica ove le coordinate libere individuano la configurazione del
sistema, le ūh possono essere considerate come delle coordinate libere
che individuano la soluzione approssimata ū(x).

Osservazione.L’analogia tra le ūh e le coordinate libere qh della meccanica
è ancora più forte se osserviamo che nel caso di funzioni dipendenti dal tempo
si potrà scrivere

ū(t, x) =
n�

h=1

ūh(t) Nh(x) (2.16){G14}

ovvero la dipendenza dal tempo viene assorbita nelle funzioni ūh(t) che diven-
tano cosı̀ analoghe alle coordinate libere (o lagrangiane) qh(t) della dinamica.

Osservazione Ricordiamo che una funzione di una o più variabili può es-
sere espressa in modo approssimato come combinazione di lineare di certe
funzioni �k(x) nella forma

u(x) =
n�

k=1

ck �k(x). (2.17){G15}
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Il problema da risolvere diventa

�k
d2u(x)

dx2 = s(x) u|a = 0 � k
du
dx

�����
b
= 0 (2.10){FR29}

2.1 La divisione in elementi

Per prima cosa dividiamo l’intervallo [a, b] in tanti sottointervalli non
necessariamente di uguale ampiezza, come mostra la figura (2.1). Chia-
meremo tali punti di suddivisione i nodi e i singoli sottointervalli ele-
menti. Se la soluzione (sconosciuta) u(x) è rappresentata da una linea
continua, noi cerchiamo una soluzione approssimata ū(x) descritta da
una poligonale che approssimi la funzione sconosciuta. Per fare que-
sto sarà su�ciente determinare i valori approssimati ūh della funzione
incognita nei nodi in quanto i valori fra i nodi si potranno interpolare
linearmente. In questo modo rinunciamo ad ottenere la soluzione esatta
e ci proponiamo di ottenere un insieme di discreto e finito di valori ūh.
Indicando con n il numero di nodi il numero delle incognite è (n � 1).

Si noti che i valori ūh non sono necessariamente i valori della funzio-
ne esatta in corrispondenza ai nodi: ūh , u(xh), come mostra la figura
(2.1).

u

x

u(x)

a b

p p

u

x
eh ieh i

u(x)

a b

uhuh uiui

soluzione esatta (incognita) soluzione approssimata (incognita)

Figura 2.1. La funzione da determinare e la poligonale che la
approssima. {funz-forma7}
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2.4. IL METODO DI GALERKIN 35

Le funzioni �k prendono il nome di funzioni di base. Il nome è in armonia
con il fatto che un vettore in IR3 può scriversi nella forma

⌅v = v1 ⌅e1 + v2 ⌅e2 + v3 ⌅e3 (2.18) {G16}

ed i vettori ⌅ek si chiamano vettori base. Se n = ⇤ si parla di sviluppo in serie
di funzioni. Un esempio classico di sviluppo in serie di funzioni è lo sviluppo
di Fourier in cui le funzioni base sono i seni e i coseni. Si possono utilizzare
anche particolari famiglie di polinomi, ad esempio i polinomi di Hermite, di
Legendre, di Laguerre, ecc. Alla luce di questa interpretazione la scomposi-
zione (2.15) mostra che negli elementi finiti le funzioni di base sono le funzioni
di forma nodali.

2.4 Il metodo di Galerkin
Se al posto della funzione u(x) incognita noi mettiamo una funzione
approssimata del tipo (2.15) l’equazione (2.10) non sarà soddisfatta.
Facendo la di�erenza fra il primo e il secondo membro otteniamo un
residuo dipendente dalle n costanti ūk. Otterremo quindi

r(x; ū1, ū2, ...ūn) = �k
n�

h=1

d2Nh(x)
dx2 ūh � s(x) (2.19) {G18}

È evidente che la soluzione u(x) del problema renderebbe nullo tale re-
siduo. Dobbiamo ora trovare un criterio che ci consenta di determinare
i “migliori” coe⇥cienti ūh della combinazione lineare.

Osservazione. Il criterio che useremo nasce dall’osservazione che in uno
spazio tridimensionale se un vettore è nullo sono nulle le sue tre componenti.
Se si scelgono tre vettori linearmente indipendenti ⌅e1, ⌅e2, ⌅e3, cui si da il nome
di vettori base, e si considerano i tre prodotti scalari del vettore per i tre vettori
base

⌅r = 0 implica ⌅e1 · ⌅r = 0 ⌅e2 · ⌅r = 0 ⌅e3 · ⌅r = 0. (2.20) {G19}

Detto a parole: se un vettore è nullo, i prodotti scalari del vettore per i versori
degli assi sono nulli e viceversa. Questo criterio si può prendere come spunto
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•  Determinare	  i	  “migliori”	  coefficien4	  
minimizzano	  gli	  errori	  (metodo	  di	  Galerkin)	  
– Residuo	  ortogonale	  alle	  n	  funzioni	  nodali	  
–  Integrazione	  per	  par4	  sulla	  derivata	  seconda	  
per	  abbassare	  l’ordine	  delle	  dervate	  
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Il termine al primo membro può essere scritto nella forma
 ��������������↵
��������������⌦

� b

a
k

dNi(x)
dx

d ū(x)
dx

dx =
� b

a
k

dNi(x)
dx

⇤
⌥⌥⌥⌥⌥⇧

n�

h=1

dNh(x)
dx

ūh

⌅
�����⌃ dx

=

n�

h=1

�� b

a
k

dNi(x)
dx

dNh(x)
dx

dx
⇥

ūh

=

n�

h=1

fih ūh

(2.31) {G31}
avendo posto

fih
�
=

� b

a
k

dNi(x)
dx

dNh(x)
dx

dx. (2.32){G32}

Si osservi che fih = fhi ovvero la matrice formata da questi elementi è
simmetrica. Questa è la matrice fondamentale.

Osservazione. In ogni campo esiste un problema fondamentale: date le
sorgenti determinare la configurazione. L’equazione che risolve il problema
fondamentale si chiamerà equazione fondamentale. Se questa equazione è di-
screta anziché di�erenziale la matrice che la caratterizza sarà bene chiamarla
matrice fondamentale. Negli elementi finiti questa è chiamata matrice del si-
stema e anche matrice di rigidezza a causa del ruolo storico che tale matrice
ha nella meccanica dei solidi elastici ove è stata introdotta per la prima volta.

Indichiamo con sh e con ch i due termini a secondo membro del-
l’equazione (2.29). Abbiamo scelto la lettera s in quanto è l’iniziale di
sorgente, la lettera c in quanto è l’iniziale di contorno e la lettera f in
quanto iniziale di fondamentale. Avremo:

si
�
=

� b

a
Ni(x) s(x) dx ci

�
= k

�
Ni(x)

d ū(x)
dx

⇥b

a
(2.33){G33}

Fatte queste posizioni il sistema algebrico acquista la forma

n�

h=1

fih ūh = si + ci (i = 1, 2, ...n) (2.34){G34}
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ed estenderlo alle funzioni. Osservando l’analogia tra due vettori ~w, ~r e due
funzioni w(x), r(x) espressa dalle relazioni

~w · ~r =
nX

h=1

wh rh �! (w, r) =
Z b

a
w(x) r(x)dx (2.21) {G20}

si può considerare l’integrale come l’estensione della nozione di prodotto sca-
lare dai vettori alle funzioni. Ne viene che, indicando con

w1(x), w2(x), ...wn(x) (2.22){G21}

una n-pla di funzioni scelte con qualche criterio di opportunità, e concepite
queste come funzioni peso o funzioni di prova, il requisito di ortogonalità di un
vettore ai vettori base dello spazio vettoriale tridimensionale si può estendere
nella forma

Z b

a
wh(x) r(x) dx = 0 per h = 1, 2, ..., n. (2.23){G22}

Applicando queste n condizioni al residuo di una equazione si ottiene il siste-
ma
Z b

a
wh(x) r(x; ū1, ū2, ...ūn)dx = 0 per h = 1, 2, ..., n (2.24){G23}

che, una volta risolto, fornisce una n-pla di valori ūk. Il meccanico teorico
russo Galerkin nel 1915 ha scelto come funzioni peso le stesse funzioni di
forma per cui le relazioni (2.24) diventano
Z b

a
Ni(x) r(x; ū1, ū2, ...ūn) dx = 0 per h = 1, 2, ..., n (2.25){GT23}

Il metodo di Galerkin consiste di due atti:

Primo atto: si richiede che il residuo sia ortogonale alle n funzioni
nodali

N1(x) N2(x) N3(x) ... Nn(x) (2.26){G24}
vale a dire si impongono le n condizioni

Z b

a
Ni(x) r(x; ū1, ū2, ... ūn)dx = 0 (2.27){G25}
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ovvero

Z b

a
Ni(x)

"
�k

d2 ū(x)
dx2 � s(x)

#
dx = 0 i = 1, 2, 3, ...n. (2.28){G26}

Secondo atto: si e↵ettua una integrazione per parti sulla derivata se-
conda al fine di abbassare l’ordine delle derivate:

�k
"
Ni(x)

d ū(x)
dx

#b

a
+

Z b

a
k

dNi(x)
dx

d ū(x)
dx

dx �
Z b

a
Ni(x) s(x) dx = 0.

(2.29) {G27}

In questo modo non è più necessario imporre alle funzioni di forma
nodali di essere derivabili due volte. Questo fatto costituisce un passag-
gio essenziale in quanto le funzioni di forma nodali, che sono funzioni
del tipo a tetto, non ammettono la derivata seconda nel nodo h a causa
della discontinuità della derivata prima in quel punto.

Otteniamo in tal modo tante equazioni del tipo (2.29) quante sono
le incognite. E’ questo il metodo di Galerkin.

2.5 La formazione del sistema algebrico

A questo punto si tratta di valutare gli integrali per ottenere esplicita-
mente il sistema algebrico lineare che risolto fornirà le ūh desiderate.

Possiamo scrive l’ultima equazione nella forma più espressiva

Z b

a
k

dNi(x)
dx

d ū(x)
dx

dx =
Z b

a
Ni(x) s(x) dx + k

"
Ni(x)

d ū(x)
dx

#b

a
(2.30) {G30}
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ovvero

Z b

a
Ni(x)

"
�k

d2 ū(x)
dx2 � s(x)

#
dx = 0 i = 1, 2, 3, ...n. (2.28){G26}

Secondo atto: si e↵ettua una integrazione per parti sulla derivata se-
conda al fine di abbassare l’ordine delle derivate:

�k
"
Ni(x)

d ū(x)
dx

#b

a
+

Z b

a
k

dNi(x)
dx

d ū(x)
dx

dx �
Z b

a
Ni(x) s(x) dx = 0.

(2.29) {G27}

In questo modo non è più necessario imporre alle funzioni di forma
nodali di essere derivabili due volte. Questo fatto costituisce un passag-
gio essenziale in quanto le funzioni di forma nodali, che sono funzioni
del tipo a tetto, non ammettono la derivata seconda nel nodo h a causa
della discontinuità della derivata prima in quel punto.

Otteniamo in tal modo tante equazioni del tipo (2.29) quante sono
le incognite. E’ questo il metodo di Galerkin.

2.5 La formazione del sistema algebrico

A questo punto si tratta di valutare gli integrali per ottenere esplicita-
mente il sistema algebrico lineare che risolto fornirà le ūh desiderate.

Possiamo scrive l’ultima equazione nella forma più espressiva

Z b

a
k

dNi(x)
dx

d ū(x)
dx

dx =
Z b

a
Ni(x) s(x) dx + k

"
Ni(x)

d ū(x)
dx

#b

a
(2.30) {G30}
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ovvero

Z b

a
Ni(x)

"
�k

d2 ū(x)
dx2 � s(x)

#
dx = 0 i = 1, 2, 3, ...n. (2.28){G26}

Secondo atto: si e↵ettua una integrazione per parti sulla derivata se-
conda al fine di abbassare l’ordine delle derivate:

�k
"
Ni(x)

d ū(x)
dx

#b

a
+

Z b

a
k

dNi(x)
dx

d ū(x)
dx

dx �
Z b

a
Ni(x) s(x) dx = 0.

(2.29) {G27}

In questo modo non è più necessario imporre alle funzioni di forma
nodali di essere derivabili due volte. Questo fatto costituisce un passag-
gio essenziale in quanto le funzioni di forma nodali, che sono funzioni
del tipo a tetto, non ammettono la derivata seconda nel nodo h a causa
della discontinuità della derivata prima in quel punto.

Otteniamo in tal modo tante equazioni del tipo (2.29) quante sono
le incognite. E’ questo il metodo di Galerkin.

2.5 La formazione del sistema algebrico

A questo punto si tratta di valutare gli integrali per ottenere esplicita-
mente il sistema algebrico lineare che risolto fornirà le ūh desiderate.

Possiamo scrive l’ultima equazione nella forma più espressiva

Z b

a
k

dNi(x)
dx

d ū(x)
dx

dx =
Z b

a
Ni(x) s(x) dx + k

"
Ni(x)

d ū(x)
dx

#b

a
(2.30) {G30}
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Il termine al primo membro può essere scritto nella forma
8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

Z b

a
k

dNi(x)
dx

d ū(x)
dx

dx =
Z b

a
k

dNi(x)
dx

2
666664

nX

h=1

dNh(x)
dx

ūh

3
777775 dx

=

nX

h=1

"Z b

a
k

dNi(x)
dx

dNh(x)
dx

dx
#

ūh

=

nX

h=1

fih ūh

(2.31) {G31}
avendo posto

fih
4
=

Z b

a
k

dNi(x)
dx

dNh(x)
dx

dx. (2.32){G32}

Si osservi che fih = fhi ovvero la matrice formata da questi elementi è
simmetrica. Questa è la matrice fondamentale.

Osservazione. In ogni campo esiste un problema fondamentale: date le
sorgenti determinare la configurazione. L’equazione che risolve il problema
fondamentale si chiamerà equazione fondamentale. Se questa equazione è di-
screta anziché di↵erenziale la matrice che la caratterizza sarà bene chiamarla
matrice fondamentale. Negli elementi finiti questa è chiamata matrice del si-
stema e anche matrice di rigidezza a causa del ruolo storico che tale matrice
ha nella meccanica dei solidi elastici ove è stata introdotta per la prima volta.

Indichiamo con sh e con ch i due termini a secondo membro del-
l’equazione (2.29). Abbiamo scelto la lettera s in quanto è l’iniziale di
sorgente, la lettera c in quanto è l’iniziale di contorno e la lettera f in
quanto iniziale di fondamentale. Avremo:

si
4
=

Z b

a
Ni(x) s(x) dx ci

4
= k
"
Ni(x)

d ū(x)
dx

#b

a
(2.33){G33}

Fatte queste posizioni il sistema algebrico acquista la forma

nX

h=1

fih ūh = si + ci (i = 1, 2, ...n) (2.34){G34}
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Il termine al primo membro può essere scritto nella forma
8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

Z b

a
k

dNi(x)
dx

d ū(x)
dx

dx =
Z b

a
k

dNi(x)
dx

2
666664

nX

h=1

dNh(x)
dx

ūh

3
777775 dx

=

nX

h=1

"Z b

a
k

dNi(x)
dx

dNh(x)
dx

dx
#

ūh

=

nX

h=1

fih ūh

(2.31) {G31}
avendo posto

fih
4
=

Z b

a
k

dNi(x)
dx

dNh(x)
dx

dx. (2.32){G32}

Si osservi che fih = fhi ovvero la matrice formata da questi elementi è
simmetrica. Questa è la matrice fondamentale.

Osservazione. In ogni campo esiste un problema fondamentale: date le
sorgenti determinare la configurazione. L’equazione che risolve il problema
fondamentale si chiamerà equazione fondamentale. Se questa equazione è di-
screta anziché di↵erenziale la matrice che la caratterizza sarà bene chiamarla
matrice fondamentale. Negli elementi finiti questa è chiamata matrice del si-
stema e anche matrice di rigidezza a causa del ruolo storico che tale matrice
ha nella meccanica dei solidi elastici ove è stata introdotta per la prima volta.

Indichiamo con sh e con ch i due termini a secondo membro del-
l’equazione (2.29). Abbiamo scelto la lettera s in quanto è l’iniziale di
sorgente, la lettera c in quanto è l’iniziale di contorno e la lettera f in
quanto iniziale di fondamentale. Avremo:

si
4
=

Z b

a
Ni(x) s(x) dx ci

4
= k
"
Ni(x)

d ū(x)
dx

#b

a
(2.33){G33}

Fatte queste posizioni il sistema algebrico acquista la forma

nX

h=1

fih ūh = si + ci (i = 1, 2, ...n) (2.34){G34}
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Il termine al primo membro può essere scritto nella forma
8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

Z b

a
k

dNi(x)
dx

d ū(x)
dx

dx =
Z b

a
k

dNi(x)
dx

2
666664

nX

h=1

dNh(x)
dx

ūh

3
777775 dx

=

nX

h=1

"Z b

a
k

dNi(x)
dx

dNh(x)
dx

dx
#

ūh

=

nX

h=1

fih ūh

(2.31) {G31}
avendo posto

fih
4
=

Z b

a
k

dNi(x)
dx

dNh(x)
dx

dx. (2.32){G32}

Si osservi che fih = fhi ovvero la matrice formata da questi elementi è
simmetrica. Questa è la matrice fondamentale.

Osservazione. In ogni campo esiste un problema fondamentale: date le
sorgenti determinare la configurazione. L’equazione che risolve il problema
fondamentale si chiamerà equazione fondamentale. Se questa equazione è di-
screta anziché di↵erenziale la matrice che la caratterizza sarà bene chiamarla
matrice fondamentale. Negli elementi finiti questa è chiamata matrice del si-
stema e anche matrice di rigidezza a causa del ruolo storico che tale matrice
ha nella meccanica dei solidi elastici ove è stata introdotta per la prima volta.

Indichiamo con sh e con ch i due termini a secondo membro del-
l’equazione (2.29). Abbiamo scelto la lettera s in quanto è l’iniziale di
sorgente, la lettera c in quanto è l’iniziale di contorno e la lettera f in
quanto iniziale di fondamentale. Avremo:

si
4
=

Z b

a
Ni(x) s(x) dx ci

4
= k
"
Ni(x)

d ū(x)
dx

#b

a
(2.33){G33}

Fatte queste posizioni il sistema algebrico acquista la forma

nX

h=1

fih ūh = si + ci (i = 1, 2, ...n) (2.34){G34}
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Il termine al primo membro può essere scritto nella forma
8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

Z b

a
k

dNi(x)
dx

d ū(x)
dx

dx =
Z b

a
k

dNi(x)
dx

2
666664

nX

h=1

dNh(x)
dx

ūh

3
777775 dx

=

nX

h=1

"Z b

a
k

dNi(x)
dx

dNh(x)
dx

dx
#

ūh

=

nX

h=1

fih ūh

(2.31) {G31}
avendo posto

fih
4
=

Z b

a
k

dNi(x)
dx

dNh(x)
dx

dx. (2.32){G32}

Si osservi che fih = fhi ovvero la matrice formata da questi elementi è
simmetrica. Questa è la matrice fondamentale.

Osservazione. In ogni campo esiste un problema fondamentale: date le
sorgenti determinare la configurazione. L’equazione che risolve il problema
fondamentale si chiamerà equazione fondamentale. Se questa equazione è di-
screta anziché di↵erenziale la matrice che la caratterizza sarà bene chiamarla
matrice fondamentale. Negli elementi finiti questa è chiamata matrice del si-
stema e anche matrice di rigidezza a causa del ruolo storico che tale matrice
ha nella meccanica dei solidi elastici ove è stata introdotta per la prima volta.

Indichiamo con sh e con ch i due termini a secondo membro del-
l’equazione (2.29). Abbiamo scelto la lettera s in quanto è l’iniziale di
sorgente, la lettera c in quanto è l’iniziale di contorno e la lettera f in
quanto iniziale di fondamentale. Avremo:

si
4
=

Z b

a
Ni(x) s(x) dx ci

4
= k
"
Ni(x)

d ū(x)
dx

#b

a
(2.33){G33}

Fatte queste posizioni il sistema algebrico acquista la forma

nX

h=1

fih ūh = si + ci (i = 1, 2, ...n) (2.34){G34}
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•  Matrice	  fondamentale:	  
–  i=h,	  con	  h	  nodo	  interno	  
–  i=h=1	  
–  i=h=n	  
–  i≠h	  
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2.6 Il calcolo esplicito dei coe�cienti

Secondo l’equazione (2.32) il calcolo dei coe�cienti comporta il cal-
colo dell’integrale del prodotto delle derivate delle funzioni nodali sul-
l’intero dominio. Poiché per i due nodi di bordo le funzioni nodali sono
formate solo da un tratto in salita e da un tratto in discesa, come mostra
la figura (2.5) dobbiamo distinguere tre casi:

u

x
xhx2a=x1 xn-1 b=xnxh+1xh-1

1

Figura 2.5. Funzioni di forma nodali.{tanteforme}

Dal momento che ū1 è assegnato l’equazione corrispondente ad i =
1 deve essere sostituita con l’equazione ū1 = 0.

Caso i = h essendo h un nodo interno.

fh,h =

Z b

a
k

"
dNh

dx

#2

dx

= k
Z xh

xh�1

"
1

xh � xh�1

#2

dx + k
Z xh+1

xh

"
� 1

xh+1 � xh

#2

dx

= k
 

1
xh � xh�1

+
1

xh+1 � xh

!
(2.35) {G36}

Caso i = h = 1.

f1,1 =

Z b

a
k

"
dN1

dx

#2

dx = k
Z x2

x1

"
1

x2 � x1

#2

dx = k
 

1
x2 � x1

!
(2.36) {GY36}
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2.6 Il calcolo esplicito dei coe�cienti

Secondo l’equazione (2.32) il calcolo dei coe�cienti comporta il cal-
colo dell’integrale del prodotto delle derivate delle funzioni nodali sul-
l’intero dominio. Poiché per i due nodi di bordo le funzioni nodali sono
formate solo da un tratto in salita e da un tratto in discesa, come mostra
la figura (2.5) dobbiamo distinguere tre casi:

u

x
xhx2a=x1 xn-1 b=xnxh+1xh-1

1

Figura 2.5. Funzioni di forma nodali.{tanteforme}

Dal momento che ū1 è assegnato l’equazione corrispondente ad i =
1 deve essere sostituita con l’equazione ū1 = 0.

Caso i = h essendo h un nodo interno.

fh,h =

Z b

a
k

"
dNh

dx

#2

dx

= k
Z xh

xh�1

"
1

xh � xh�1

#2

dx + k
Z xh+1

xh

"
� 1

xh+1 � xh

#2

dx

= k
 

1
xh � xh�1

+
1

xh+1 � xh

!
(2.35) {G36}

Caso i = h = 1.

f1,1 =

Z b

a
k

"
dN1

dx

#2

dx = k
Z x2

x1

"
1

x2 � x1

#2

dx = k
 

1
x2 � x1

!
(2.36) {GY36}
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2.6 Il calcolo esplicito dei coe�cienti

Secondo l’equazione (2.32) il calcolo dei coe�cienti comporta il cal-
colo dell’integrale del prodotto delle derivate delle funzioni nodali sul-
l’intero dominio. Poiché per i due nodi di bordo le funzioni nodali sono
formate solo da un tratto in salita e da un tratto in discesa, come mostra
la figura (2.5) dobbiamo distinguere tre casi:

u

x
xhx2a=x1 xn-1 b=xnxh+1xh-1

1

Figura 2.5. Funzioni di forma nodali.{tanteforme}

Dal momento che ū1 è assegnato l’equazione corrispondente ad i =
1 deve essere sostituita con l’equazione ū1 = 0.

Caso i = h essendo h un nodo interno.

fh,h =

Z b

a
k

"
dNh

dx

#2

dx

= k
Z xh

xh�1

"
1

xh � xh�1

#2

dx + k
Z xh+1

xh

"
� 1

xh+1 � xh

#2

dx

= k
 

1
xh � xh�1

+
1

xh+1 � xh

!
(2.35) {G36}

Caso i = h = 1.

f1,1 =

Z b

a
k

"
dN1

dx

#2

dx = k
Z x2

x1

"
1

x2 � x1

#2

dx = k
 

1
x2 � x1

!
(2.36) {GY36}
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Caso i = h = n.

fn,n =

Z b

a
k

"
dNn

dx

#2

dx = k
Z xn

xn�1

"
1

xn � xn�1

#2

dx = k
 

1
xn � xn�1

!

(2.37) {GR36}

Caso i , h. Se i nodi i e h sono contigui l’intervallo di integrazione si
riduce all’elemento compreso tra i nodi adiacenti, come mostra la figura
(2.6). In questo caso la derivate sono l’una positiva e l’altra negativa.

Se i = h � 1 e quindi l’equazione (2.32) diviene

u

x
xha=x1 b=xnxh+1xh-1

1

u

x
xha=x1 b=xnxh+1xh-1

1

Figura 2.6. Funzioni di forma nodali.{tanteforme1}

fh�1,h =

Z b

a
k

dNh�1(x)
dx

dNh(x)
dx

dx =
Z xh

xh�1
k
�1

xh � xh�1

1
xh � xh�1

dx

= �k
 

1
xh � xh�1

!

(2.38){GT38}
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Caso i = h = n.

fn,n =

Z b

a
k

"
dNn

dx

#2

dx = k
Z xn

xn�1

"
1

xn � xn�1

#2

dx = k
 

1
xn � xn�1

!

(2.37) {GR36}

Caso i , h. Se i nodi i e h sono contigui l’intervallo di integrazione si
riduce all’elemento compreso tra i nodi adiacenti, come mostra la figura
(2.6). In questo caso la derivate sono l’una positiva e l’altra negativa.

Se i = h � 1 e quindi l’equazione (2.32) diviene

u

x
xha=x1 b=xnxh+1xh-1

1

u

x
xha=x1 b=xnxh+1xh-1

1

Figura 2.6. Funzioni di forma nodali.{tanteforme1}

fh�1,h =

Z b

a
k

dNh�1(x)
dx

dNh(x)
dx

dx =
Z xh

xh�1
k
�1

xh � xh�1

1
xh � xh�1

dx

= �k
 

1
xh � xh�1

!

(2.38){GT38}
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Caso i = h = n.

fn,n =

Z b

a
k

"
dNn

dx

#2

dx = k
Z xn

xn�1

"
1

xn � xn�1

#2

dx = k
 

1
xn � xn�1

!

(2.37) {GR36}

Caso i , h. Se i nodi i e h sono contigui l’intervallo di integrazione si
riduce all’elemento compreso tra i nodi adiacenti, come mostra la figura
(2.6). In questo caso la derivate sono l’una positiva e l’altra negativa.

Se i = h � 1 e quindi l’equazione (2.32) diviene

u

x
xha=x1 b=xnxh+1xh-1

1

u

x
xha=x1 b=xnxh+1xh-1

1

Figura 2.6. Funzioni di forma nodali.{tanteforme1}

fh�1,h =

Z b

a
k

dNh�1(x)
dx

dNh(x)
dx

dx =
Z xh

xh�1
k
�1

xh � xh�1

1
xh � xh�1

dx

= �k
 

1
xh � xh�1

!

(2.38){GT38}
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Se i = h + 1 e quindi l’equazione (2.32) diviene

fh+1,h =

Z b

a
k

dNh+1(x)
dx

dNh(x)
dx

dx =
Z xh+1

xh

k
1

xh+1 � xh

�1
xh+1 � xh

dx

= �k
 

1
xh+1 � xh

!

(2.39){G38}
Si noti che la matrice fondamentale, oltre ad essere simmetrica, ha

gli elementi non nulli sulla diagonale principale e sulle due diagonali
adiacenti ovvero è tri-diagonale.

Se i nodi non sono contigui non esiste un elemento comune, ovvero
l’intersezione tra i due insiemi di elementi è vuota, e perciò fhk = 0.

Calcolo degli si. Con riferimento alla formula (2.33) indicato con e1

l’elemento a sinistra di h e con e2 quello a destra si avrà

si
4
=

Z b

a
Ni(x) s(x) dx =

Z

e1

Ni(x) s(x) dx +
Z

e2

Ni(x) s(x) dx (2.40) {G40}

Questo integrale deve essere calcolato separatamente per i nodi interni
e per quelli di bordo:

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

s1 =

Z x2

x1

x2 � x
x2 � x1

s(x) dx

sh =

Z xh

xh�1

x � xh�1

xh � xh�1
s(x) dx +

Z xh+1

xh

xh+1 � x
xh+1 � xh

s(x) dx

sn =

Z xn

xn�1

x � xn�1

xn � xn�1
s(x)dx

(2.41) {H10}

Questi integrali possono essere e↵ettuati analiticamente, quando è pos-
sibile, o numericamente: in quest’ultimo caso il metodo più usato è
quello dei punti di Gauss che presentiamo in Appendice (A).

Nel caso in cui la sorgente sia uniforme, indicato con s0 il suo valore
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•  Matrice	  fondamentale:	  
–  i≠h	  (non	  adiancen4)	  è	  fhk=	  0	  
– La	  matrice	  fondamentale	  è	  tridiagonale	  
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Se i = h + 1 e quindi l’equazione (2.32) diviene

fh+1,h =

Z b

a
k

dNh+1(x)
dx

dNh(x)
dx

dx =
Z xh+1

xh

k
1

xh+1 � xh

�1
xh+1 � xh

dx

= �k
 

1
xh+1 � xh

!

(2.39){G38}
Si noti che la matrice fondamentale, oltre ad essere simmetrica, ha

gli elementi non nulli sulla diagonale principale e sulle due diagonali
adiacenti ovvero è tri-diagonale.

Se i nodi non sono contigui non esiste un elemento comune, ovvero
l’intersezione tra i due insiemi di elementi è vuota, e perciò fhk = 0.

Calcolo degli si. Con riferimento alla formula (2.33) indicato con e1

l’elemento a sinistra di h e con e2 quello a destra si avrà

si
4
=

Z b

a
Ni(x) s(x) dx =

Z

e1

Ni(x) s(x) dx +
Z

e2

Ni(x) s(x) dx (2.40) {G40}

Questo integrale deve essere calcolato separatamente per i nodi interni
e per quelli di bordo:

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

s1 =

Z x2

x1

x2 � x
x2 � x1

s(x) dx

sh =

Z xh

xh�1

x � xh�1

xh � xh�1
s(x) dx +

Z xh+1

xh

xh+1 � x
xh+1 � xh

s(x) dx

sn =

Z xn

xn�1

x � xn�1

xn � xn�1
s(x)dx

(2.41) {H10}

Questi integrali possono essere e↵ettuati analiticamente, quando è pos-
sibile, o numericamente: in quest’ultimo caso il metodo più usato è
quello dei punti di Gauss che presentiamo in Appendice (A).

Nel caso in cui la sorgente sia uniforme, indicato con s0 il suo valore
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Se i = h + 1 e quindi l’equazione (2.32) diviene

fh+1,h =

Z b

a
k

dNh+1(x)
dx

dNh(x)
dx

dx =
Z xh+1

xh

k
1

xh+1 � xh

�1
xh+1 � xh

dx

= �k
 

1
xh+1 � xh

!

(2.39){G38}
Si noti che la matrice fondamentale, oltre ad essere simmetrica, ha

gli elementi non nulli sulla diagonale principale e sulle due diagonali
adiacenti ovvero è tri-diagonale.

Se i nodi non sono contigui non esiste un elemento comune, ovvero
l’intersezione tra i due insiemi di elementi è vuota, e perciò fhk = 0.

Calcolo degli si. Con riferimento alla formula (2.33) indicato con e1

l’elemento a sinistra di h e con e2 quello a destra si avrà

si
4
=

Z b

a
Ni(x) s(x) dx =

Z

e1

Ni(x) s(x) dx +
Z

e2

Ni(x) s(x) dx (2.40) {G40}

Questo integrale deve essere calcolato separatamente per i nodi interni
e per quelli di bordo:

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

s1 =

Z x2

x1

x2 � x
x2 � x1

s(x) dx

sh =

Z xh

xh�1

x � xh�1

xh � xh�1
s(x) dx +

Z xh+1

xh

xh+1 � x
xh+1 � xh

s(x) dx

sn =

Z xn

xn�1

x � xn�1

xn � xn�1
s(x)dx

(2.41) {H10}

Questi integrali possono essere e↵ettuati analiticamente, quando è pos-
sibile, o numericamente: in quest’ultimo caso il metodo più usato è
quello dei punti di Gauss che presentiamo in Appendice (A).

Nel caso in cui la sorgente sia uniforme, indicato con s0 il suo valore
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•  Calcolo	  degli	  si	  
– U4lizzo	  del	  pun4	  di	  Gauss	  	  
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64 APPENDICE A. PUNTI DI GAUSS

nell’intervallo canonico [�1, 1], pur dipendendo da due costanti a0 e a1,
si può calcolare conoscendo il valore della funzione in un solo punto, il
punto x = 0. Infatti

J =
Z +1

�1
(a0 + a1 x)dx = 2 a0 ovvero J = 2 p(0). (A.3){POL3}

come mostra la figura (A.1sopra)
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2

p(x)=a0+a1x+a2x2+a3x3 p(x)=a0+a2x2

p(x)=a0+a1x p(x)=a0

Figura A.1. sopra L’integrale di un polinomio del primo grado è
uguale a quello del solo termine di grado zero; sotto L’integrale di
un polinomio del terzo grado è uguale a quello del polinomio ottenuto
sopprimendo i monomi dispari.{poli1}

In particolare si noti che nel risultato non interviene la costante a1

che è il coe�ciente del monomio di grado dispari ma solo il coe�-
ciente del monomio di grado pari. Questo è conseguenza del fatto che

i
i

i
i

i
i
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i

A.1. INTERVALLO CANONICO 65

l’integrale di una funzione dispari entro un intervallo simmetricamente
disposto rispetto ad x = 0 è nullo.

Questa è una proprietà generale: l’integrale di un polinomio entro
un intervallo simmetrico rispetto all’origine coincide con quello che si
ottiene sopprimendo nel polinomio i termini di grado dispari.

Il nostro obiettivo è quello di determinare certe ascisse xk e certi pesi
wk in modo da esprimere l’integrale definito mediante la formula

Z b

a
p(x)dx =

nX

k=1

wk p(xk) (A.4) {KYD5}

Procederemo in due fasi: dapprima sviluppiamo la formula (A.4) per
l’intervallo canonico [�1,+1] e poi estenderemo la formula ad un inter-
vallo generico.

A.1 Intervallo canonico

Innanzi tutto consideriamo un intervalo canonico [�1,+1] e calcoliamo
l’integrale di un polinomio di grado n.

J =
Z +1

�1
(a0 + a1⇠ + a2⇠

2 + a3⇠
3 + ... + an⇠

n)d⇠ (A.5)01

Scomponendo l’integrale in tanti integrali ci rendiamo conto che gli
integrali delle potenze dispari nell’intervallo considerato si annullano.
Infatti

Z +1

�1
⇠d⇠ =

"
⇠2

2

#+1

�1
= 0

Z +1

�1
⇠3d⇠ =

"
⇠4

4

#+1

�1
= 0 (A.6)02

Ne viene che nell’intervallo canonico [-1,+1] il valore dell’integrale
dipende solo dai termini di grado pari. Per essi si ha

Z +1

�1
⇠2md⇠ =

"
⇠2m+1

2m + 1

#+1

�1
=

2
2m + 1

(A.7)03

Per mantenere l’esposizione ad un livello elementare consideriamo dap-
prima un polinomio di terzo grado poi uno di quinto grado.
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•  Calcolo	  degli	  ci	  
•  Ipo4zzando	  che	  il	  sistema	  da	  risolvere	  sia	  
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Il problema da risolvere diventa

�k
d2u(x)

dx2 = s(x) u|a = 0 � k
du
dx

�����
b
= 0 (2.10){FR29}

2.1 La divisione in elementi

Per prima cosa dividiamo l’intervallo [a, b] in tanti sottointervalli non
necessariamente di uguale ampiezza, come mostra la figura (2.1). Chia-
meremo tali punti di suddivisione i nodi e i singoli sottointervalli ele-

menti. Se la soluzione (sconosciuta) u(x) è rappresentata da una linea
continua, noi cerchiamo una soluzione approssimata ū(x) descritta da
una poligonale che approssimi la funzione sconosciuta. Per fare que-
sto sarà su�ciente determinare i valori approssimati ūh della funzione
incognita nei nodi in quanto i valori fra i nodi si potranno interpolare
linearmente. In questo modo rinunciamo ad ottenere la soluzione esatta
e ci proponiamo di ottenere un insieme di discreto e finito di valori ūh.
Indicando con n il numero di nodi il numero delle incognite è (n � 1).

Si noti che i valori ūh non sono necessariamente i valori della funzio-
ne esatta in corrispondenza ai nodi: ūh , u(xh), come mostra la figura
(2.1).

u

x

u(x)

a b

p p

u

x
eh ieh i

u(x)

a b

uhuh uiui

soluzione esatta (incognita) soluzione approssimata (incognita)

Figura 2.1. La funzione da determinare e la poligonale che la
approssima. {funz-forma7}
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potremo calcolare subito l’integrale:

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

s1 = s0

Z x2

x1

N1(x) dx =
1
2

s0 (x2 � x1)

sh = s0

Z xh+1

xh�1

Nh(x) dx =
1
2

s0 (xh+1 � xh�1)

sn = s0

Z xn

xn�1

Nn(x) dx =
1
2

s0 (xn � xn�1).

(2.42) {H11}

Calcolo dei ci. Esaminiamo il termine al bordo della formula (2.30)
che indicheremo con ci. Dal momento che il primo nodo da considerare
è quello che porta il numero due e dal momento che tutte le funzioni di
forma nodali sono nulle al di fuori dei due elementi adiacenti al relativo
nodo ne viene che Ni(a) = 0 per i = 2, 3, ...n. Quindi il termine di bordo
si riduce a

ci
4
= k
"
Ni(x)

d ū(x)
dx

#b

a
= k Ni(b)

d ū(x)
dx

�����
b

(2.43){H12}

Questi termini sono nulli essendo Ni(b) = 0, salvo il termine cn in
quanto Nn(b) = 1. Per esso si ha

cn =

"
k

d ū(x)
dx

#

b
= 0 (2.44){H13}

Si osservi che non conoscendo la derivata in a non possiamo calcolare
il termine c1 e quindi siamo costretti ad eliminare la prima equazione.
Riassumendo

8>>><
>>>:

per i = 1 c1 non si può calcolare
per i = 2, 3, ...(n � 1) ci = 0
per i = n cn = 0

(2.45){H14}

Quindi il termine al bordo non si può calcolare nei nodi in cui è assegna-
ta la funzione; è nullo per tutti i nodi interni; è nullo negli estremi in cui
la derivata è nulla (quando d = 0) mentre uguaglia il valore assegnato
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Il problema da risolvere diventa

�k
d2u(x)

dx2 = s(x) u|a = 0 � k
du
dx

�����
b
= 0 (2.10){FR29}

2.1 La divisione in elementi

Per prima cosa dividiamo l’intervallo [a, b] in tanti sottointervalli non
necessariamente di uguale ampiezza, come mostra la figura (2.1). Chia-
meremo tali punti di suddivisione i nodi e i singoli sottointervalli ele-

menti. Se la soluzione (sconosciuta) u(x) è rappresentata da una linea
continua, noi cerchiamo una soluzione approssimata ū(x) descritta da
una poligonale che approssimi la funzione sconosciuta. Per fare que-
sto sarà su�ciente determinare i valori approssimati ūh della funzione
incognita nei nodi in quanto i valori fra i nodi si potranno interpolare
linearmente. In questo modo rinunciamo ad ottenere la soluzione esatta
e ci proponiamo di ottenere un insieme di discreto e finito di valori ūh.
Indicando con n il numero di nodi il numero delle incognite è (n � 1).

Si noti che i valori ūh non sono necessariamente i valori della funzio-
ne esatta in corrispondenza ai nodi: ūh , u(xh), come mostra la figura
(2.1).
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a b

p p

u

x
eh ieh i

u(x)
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soluzione esatta (incognita) soluzione approssimata (incognita)

Figura 2.1. La funzione da determinare e la poligonale che la
approssima. {funz-forma7}
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b
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Si osservi che non conoscendo la derivata in a non possiamo calcolare
il termine c1 e quindi siamo costretti ad eliminare la prima equazione.
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Quindi il termine al bordo non si può calcolare nei nodi in cui è assegna-
ta la funzione; è nullo per tutti i nodi interni; è nullo negli estremi in cui
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del termine al bordo negli estremi in cui la derivata non è nulla.
8>>>>>><
>>>>>>:

f1,1 ū1 + f1,2 ū2 + ... + f1,n ūn = s(1) + c(1)
f2,1 ū1 + f2,2 ū2 + ... + f2,n ūn = s(2) + c(2)
...
fn,1 ū1 + fn,2 ū2 + ... + fn,n ūn = s(n) + c(n)

(2.46){DR42}

Poiché ū1 è assegnato (e uguale a 0), la prima equazione deve essere
sostituita con la seguente:

1 ū1 + 0 ū2 + ... + 0 ūn = 0 (2.47) {DR72}

Questo implica che si deve porre f1,1 = 1 e f1,h = 0 per h , 1.

2.7 Un esempio semplicissimo

% ===================================================
% esempio del metodo degli elementi finiti
% ===================================================
% Risolviamo una equazione del II ordine
% nell’intervallo: [0,1];
% - k*u’’(x) = s(x)
% ponendo per k il valore 3 e usando
% il metodo degli elementi finiti.
% Esaminiamo un caso a soluzione nota e confrontiamo
% i risultati ottenuti con il FEM con quelli teorici.
% Consideriamo la funzione
% u(x) = x*x*x; u’(x) = 3*x*x u’’(x)= 6*x;
% la funzione s(x) risulta s(x) = -18*x;
% Come condizioni al contorno del problema imponiamo
% il valore della funzione ad una estremità
% con u(0)=0 e il valore del flusso all’estremità
% opposta (valore del flusso per x=1) u’(1)=3.
%
clear % azzera le variabili in memoria
clc % pulisci finestra di testo
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...
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(2.46){DR42}
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a) b)

u

x y

u

x y

R

u(x,y) u(x,y)

R

Figura 3.1. a) La superficie che descrive la soluzione; b) la superficie
poliedrica che approssima la soluzione.{funz-forma2}

Considerato un elemento generico indicato con l’etichetta e, siano
1, 2, 3 le etichette dei suoi tre vertici. Indichiamo con ū1, ū2, ū3 i valori
del potenziale in questi vertici: questi si chiamano valori nodali. Aven-
do fatto l’ipotesi che entro ciascun elemento la funzione abbia l’anda-
mento (3.2), illustrato dalla figura (3.2), si tratterà di determinare i tre
coe�cienti relativi al triangolo tipo in funzione dei valori nodali.

Per farlo si può scrivere tre volte l’equazione (3.2) imponendo cia-
scuna volta alla funzione di assumere il corrispondente valore nodale:

8>>><
>>>:

ū1 = me + pe x1 + qe y1

ū2 = me + pe x2 + qe y2

ū3 = me + pe x3 + qe y3

(3.5) {H19}

Per risolvere il sistema determinando le tre costanti me, pe, qe useremo il
metodo di Cramer1. Si constata che il determinante del sistema è uguale
al doppio dell’area del triangolo.

Ae =
1
2

��������

1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

��������
(3.6) {20}

Si ottiene

me =
1

2Ae

��������

ū1 x1 y1

ū2 x2 y2

ū3 x3 y3

��������
; pe =

1
2Ae

��������

1 ū1 y1

1 ū2 y2

1 ū3 y3

��������
; qe =

1
2Ae

��������

1 x1 ū1

1 x2 ū2

1 x3 ū3

��������
(3.7) {H21}

1 Tale regola è spiegata nella appendice B.
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Si sviluppano ora i tre determinanti rispetto alla colonna delle u otte-
nendo
8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

me =
1

2Ae

⇥
(x2y3 � x3y2)ū1 + (x3y1 � x1y3) ū1 + (x1y2 � x2y1)ū1

⇤

pe =
1

2Ae

⇥
(y2 � y3)ū1 + (y2 � y1)ū1 + (y1 � y2)ū1

⇤

qe =
1

2Ae [(x3 � x2)ū1 + (x1 � x3)ū1 + (x2 � x1)ū1]

(3.8){H22}
Se si inseriscono queste espressioni nella funzione (3.2) e si raccolgono
i coe�cienti ū1, ū2, ū3 a fattor comune si trova la funzione approssiman-
te

ūe(P) = ū1 Ne
1(P) + ū2 Ne

2(P) + ū3 Ne
3(P) (3.9){H23}

avendo posto

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

Ne
1(P) =

1
2Ae

h
(x2y3 � x3y2) + (y2 � y3)x + (x3 � x2)y

i

Ne
2(P) =

1
2Ae

h
(x3y1 � x1y3) + (y3 � y1)x + (x1 � x3)y

i

Ne
3(P) =

1
2Ae

h
(x1y2 � x2y1) + (y1 � y2)x + (x2 � x1)y

i
(3.10){H24}

che sono tre funzioni a�ni. Queste funzioni, che prendono il nome di
funzioni di forma dell’elemento, sono rappresentate in figura (3.2).

Ne2(x, y)

u1
Ne1(x, y)

u2
Ne3(x, y)

u3

ue(x, y)

1

Ne1(x, y) Ne2(x, y)
Ne3(x, y)

11
1

1 2

3

1

1

2

3

1 2

2

3
3

Figura 3.2. Le tre funzioni di forma di un elemento.{funz-forma5}
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N (x, y)
Nh

h (x, y)

1
g

i
hF

L'
L''

Figura 3.3. Le funzioni di forma nodali. {funz-forma3}

Si può scrivere
8>>>><
>>>>:

Nh(P) 4
=
X

e2E(h)

Ne
h(x, y) se x , xh e y , yh

Nh(xh, yh) 4
= 1

(3.13){H27}

Noi cerchiamo una soluzione approssimata del problema di (1.48) della
forma

ū(x, y) =
MX

h=1

ūh Nh(x, y) (3.14){H28}

3.4 Il metodo di Galerkin

L’obiettivo che si vuole perseguire è quello di determinare con qual-
che criterio i valori nodali approssimati ūh della funzione u(x, y) che
forniscano una soluzione approssimata ū(x, y) del problema iniziale. A
questo fine consideriamo la funzione

r(x, y; ū1, ū2, ... ūn) 4= �kr2 ū(x, y) � ⇢(x, y). (3.15){H29}
Qualora ū(x, y) fosse la soluzione dell’equazione di Poisson, la fun-
zione r(x, y) sarebbe nulla. Per questa ragione essa si chiama residuo

dell’equazione.
La funzione ū(x, y) data dalla equazione (3.14) dipende da M para-

metri ūh. Come determinarli? Consideriamo un opportuno insieme di
funzioni linearmente indipendenti

w1(x, y) , w2(x, y) , ... , wM(x, y) (3.16){H30}
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3.4 Il metodo di Galerkin

L’obiettivo che si vuole perseguire è quello di determinare con qual-
che criterio i valori nodali approssimati ūh della funzione u(x, y) che
forniscano una soluzione approssimata ū(x, y) del problema iniziale. A
questo fine consideriamo la funzione
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Qualora ū(x, y) fosse la soluzione dell’equazione di Poisson, la fun-
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dell’equazione.
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Metodo	  di	  
Galerkin	  



+	  Nota	  

•  Esistono	  altri	  strade	  che	  possono	  portare	  
alla	  formulazione	  della	  “matrice	  
fondamentale”	  
– Metodi	  variazionali	  (principio	  dei	  lavori	  virtuali)	  
– Formulazione	  dire:a	  
– Minimizzazione	  di	  un	  funzionale	  (energia	  
potenziale	  totale)	  
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+	   Documen<	  u<li	  

•  h:p://www.dicar.units.it/mdp/ton4/
science/elemen4Fini4.pdf	  


